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Etapa locala — Iasi, 1 februarie 2016

CLASA A V-A

Problema 1. Calculati: (377'°:1369'%%): (2*""° =2 - -27 -2 1)

Solutie si barem

ODbSErVa €4 1369 =377 oo e Ip
Efectueaza calculul: (372°'%:(37%)"%%): (2" -2 —..-2*-2-1)=....... Ip
(372 :372016):((2-220'5 ~2") =22 —2—1) e 2p
122 =2 =2=T)=..1:(2=T=1:1=1.....cconnmne 3p

Problema 2. Se considera numarul natural 4 =4a+ a4 , unde a este o cifra diferitd de 0. Se cere:
a) Determinati cifra a pentru care numarul A este patrat perfect.

b) Aratati ca nu exista @ astfel incat numarul A sa fie cub perfect.

Solutie si barem

a) A=4a+a4=40+a+10a+4=1la+44=11(a+4) .........c.cc.o.... 2p
Sededuce ¢ a=T7si A=11% ..o Ip

b) Pentruca A =11(a+4)sa fie cub perfect ar trebuica a+4=11" . ....2p
Prin urmare a =11> —4 =117 fals deoarece @ este Cifra........................ 2p

Problema 3. Determinati o multime finitd A de numere natural consecutive, stiind ca
diferenta dintre cel mai mare si cel mai mic element este 2015, iar suma celor mai mici trei

elemente ale multimii M este 2016 .

Solutie si barem

Fie M={a+1,a+2,...,a+n}. ...................................................... Ip
Avem: (a+n)—(a+1)=2015si a+1+a+2+a+3=2016................... 3p
Seobtine n=20165i a=670......cccceviriiiiiiiii 2p
Multimea cautata este M = {671,672, 673,...,2686} ST R Ip
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Problema 4. Un pitigoi a vizitat intr-o zi 50 de crengi de copac. Pe prima creangd a
ciripit o data,

pe a doua creanga a ciripit de doud ori si tot asa pana cand pe a 50-a creanga a ciripit

de 50 de ori. Pitigoiul raguseste daca intr-o zi ciripeste de 999 de ori. Raspundeti la

urmatoarele intrebari:

a) A ragusit pitigoiul in acea zi?

b) De cite ori a ciripit ragusit?

¢) De cite ori a ciripit ragusit pe creanga pe care a ragusit?

Solutie si barem

a) Pitigoiul @ ciripit de 1 #2+3 4w+ 50=1275 d¢ 011, sersumnsmmmossoms 2p
Cutiy 1275 3999, rezila 64 8 EROUBIE wwows s o« snamsns s 5 v summnn o 55 ¢ smmwainss 55 8 § swessmiom o £ ¥ 1 s Ip
bjChuim 1275=999 = ZT6 Q& O s cossamunse s s sswmmmmns § & 5 somusions 55 4 Sunomissn a5 2p
¢) Cum 1+2+3+...+44 =990, rezulta ca pitigoiul a ragusit pe a 45-a creanga, dupa ce a
EIFIBIRAEIE D BT oo o s o em sAsbemamns ¥ D HAR0NONN ¥ 3 R 5 ke & oscomtamsin s 3 % o ¥ s 3 4 Ip
Apol. el a ciripitide 45=9'=36 A& Ol csuaumuss s vusmmunsss sommms s a5 18 §G0mmD 15 1 Ip

Noti: Orice altd solutie corectd sau demers de rezolvare corect se va puncta corespunzator.
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Barem de corectare

Problema 1. Se considera trei puncte coliniare 4, B si C astfel incat %z% si AC=40cm. Fie Msi P

mijloacele segmentelor [AB], respectiv [BC].

a) Sa se determine lungimile segmentelor [4AB] si [BC].
. . . AP
b) Sa se determine valoarea raportului — .
MC
Solutie si barem

Lungimile segmentelor [AB], [BC] , respectiv valoarea raportului —1\1% se vor calcula in functie de pozitia

punctului C fata de punctele 4 si B, folosind relatia 4B = % “BC e 1 punct
Astfel :
a) Daca Be [AC], atunci AC = AB+ BC :%BC + BC :?BC; obtinem ecuatia %BC =40, de unde

BC=25¢m, iar AB=15cm.

Daca CE(BA ,cum BA<BC se deduce Ae[BC] si atunci AC:BC—AB:BC—%-BCz%BC.
Obtinem ecuatia %~BC =40, de unde BC=100cm, iar AB=060CM. ...c...cccvevrvrreiiiieiieeciieeeeeeeene 3 puncte
g #8% % 1
b) Daca Be|AC|, atunci = o e et 2 puncte
) 45| MC 4B 13 P

BC +

Daca AE[BC], obtinem CA < CP < CM < CB, adica punctele sunt in ordinea C—-A—-P—-M —B, iar

AP 1
o iy e SRR S e A A 0 A £ B R R R R S R R SR R R R 1 punct
MC 7
- . . 64 N o it
Problema 2. a) Simplificati fractia. ————=, a# 0, astfel incat sd devina ireductibila.
ab64 —36-ab
b) Demonstrati cd numarul n = 3% +5% +15% este divizibil cu 23.
i}
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Solutie si barem

a) ab64—36-%:100~£+64—36-%:64-<£+1);dupé simplificare obtinem: _1 ] e 3 puncte
ab +

b 2=3% 235 1 I8R =300 L 5P LB AIEE e s s s e asessrnsss 2 puncte

D=3 (M 1) 45 (Mo +1) 415 (Mys +1) = Myy 23 =My oo 2 puncte

Problema 3. Fie n si k numere naturale mai mari decat 2. Vom spune ci n este atras de k, daca sunt
indeplinite urmatoarele conditii:

1) n este divizibil cu £ si are k— 1 divizori;
2) suma divizorilor lui n este divizibila cu &, dar nu este divizibila cu & + 1.

Sa se determine cel mai mic numar » de trei cifre atras de 7.

Solutie §i barem

Daca n este atras de 7, atunci: 1) n este divizibil cu 7 si are 6 =2-3 divizori; 2) suma divizorilor lui n este
divizibila cu 7, dar nu este divizibila cu 8. Obtinem n=p> sau n=p, - p?, unde D, Py, p, sunt numere
PRS2 b P82 o SNl R mmcssson e BB SRl Bt i ecm g 2 puncte
Fiind multiplu de 7, numarul » poate fi de forma: n=7" sau n=7-p*> sau n=7>-p, unde p este factor
DEHL B2 T sumussmvuunmesnonononns snmsss nuasissss s st m s s SaR 55 s 5545 65 ks e A P 1T R AR RS 1 punct
Daca n=7", suma divizorilor lui n, adica: 1+7+7*+7°+7*+7° =1 +M,, nu este divizibila cu 7 - nu
este indeplinita conditia 2).

Daci n=7-p”, suma divizorilor lui », adici: 1+7+ p+7p+ p> +7p> =8+8p+8p° =M, - nu este
INAeplinitd CONAILIA 2). ..oviiiiiiiiitite ettt sb ettt ess e s e e e e s e e enean 2 puncte
Dacdi n=7"-p, suma divizorilor lui n, adicd: 1+7+7°+p+7p+7 p=57+5Tp=57-(1+p) este
multiplu de 7, daca 1+ p este multiplu de 7, p numar prim, minim. Astfel, p =13 si 8 X57-14.

NUMArUl CAutat €te 7= 77 13 =637 . oooveoeeeeeeeeeeeeeceee e 2 puncte
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Problema 4. Unghiul alungit <«4,04,, este impartit in 18 unghiuri adiacente doua cate doui de
semidreptele [04, , [OA3 g - (04,5, astfel  fincat m(<4,04;) = m(<4,04,)+1°,
m(<A;04,) = m(X04) +17, m(€4,045) = m(<A04,) + 1, ...y m(AOA4,) = m(<4,04,5)+1".

a) Demonstrati ca 1" <m(<4,04,)<2".

b) Demonstrati ca m(<):Al OA3) este exprimata printr-un numar natural de grade.

¢) Demonstrati cd O4,, L OA44.

Solutie si barem

Daca m((AlOAZ) =a, atunci m(<):A20A3) =a+1°, m(<A3OA4) =a+2°, .., m(<):A180A19) =a+17°.
a) m(%A404,,)=180" = 18a+(1° +2° +...+17°) =18a+153°, de unde 18a=27°, adica:

0 0 0
1821 36",

l=—<a=—<—=
18 18 18

............................................................................................................... 3 puncte

0
b) m(<4,04;) = m(<404, ) + m(<4,04;) =2a +1° :2-%”:40 =1, —————— 2 puncte

0
c) m(<xA4,045)=(a+11)+(a+12)+..+(a+16)=6a+81° :6-‘%+81° =90°, adicd O4,, L O4,.

............................................................................................................................................................... 2 puncte

Nota: Orice altd solutie corectd sau demers de rezolvare corect se va puncta corespunzdtor.
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CLASA A VII- A

Problema 1. Aflati numerele naturale nenule n, astfel incat vn!+3 €Q, unde n!=1-2-...-n.

Solutie si barem:

Pentru n=1, se obtine T3S = 8= DB 1urarsmmmenns s s s 52 vommmmre 32 roe e+ o+ s s s S emromn o« w505 st 1p
Pentru n=3, se obtine 12343209 23€Q i 1p
Pentru n=2.4.5, se obtine Jnl+3 ¢ (O PP 1p
Pentru n>0, se obtine Jnl3 = \/3(1-2-4~5-6-...n+ LY 4o omwasmon v v 0 oo o 510 s 3 5 s 6 § 3 38055 2p

1:2-4-5-6-..n+1e M, +1, deci 3(1-2-4-5-6-...n+1) este multiplu de 3 fara a fi multiplu de 9, si nu

este pitrat perfect, asadarvrMH3 € Q . ovviiniiiiiiini 2p

Problema 2. Trei copii se joacd cu numere, in 2017 pasi, astfel: la pasul 1 fiecare dintre ei
are in mana un cartonas pe care este scris un numar rational pozitiv care nu este numar natural si astfel
incat suma numerelor de pe cele trei cartonase sd fie numar natural. La pasul k fiecare dintre ei isi
pune cartonasul la spate si-l inlocuieste cu un altul pe care este scris numarul ce reprezintd suma

numerelor celorlalti doi, de la pasul k-1, unde 2 <k <2017 . Demonstrati ca:

a) la fiecare pas, suma numerelor aflate pe cartonasele din minile lor este numar natural;

b) la fiecare pas, numarul aflat pe cartonasul din ména fiecarui copil nu este natural;

¢) la pasul 2017, suma tuturor numerelor aflate pe cartonasele din spatele fiecarui jucator este
aceeasi, un numar natural divizibil cu 17.

Claudiu-Stefan Popa

Solutie §i barem:
a) Notam cu ay;, b; si ¢; numerele rationale pozitive care nu sunt numere rationale aflate pe
cartonasele tinute in méana de cei trei copii.a) +b; +¢; =seN

Lapasulz, a2:bl+clﬁ b2=611+c], 62:a1+bl Sl (25 +b2 +62:2-(a1+b1+cl):2S€N
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Lapasul k, 2<k<2017,

ay +bk+ck =2-(ak,l+bk_1+ck_1)=22-(ak_2 +b/€—2 +Ck~2): ...... :2k_1-seN ........................ lp

b) Sa presupunem, prin reducere la absurd, cd a,eN< b +ceN; prin urmare
ay+(b +¢;)=s&N, ceea ce este fals. Riméne cd a, ¢ N. Similar se aratd ci b,si c, nu sunt
NUMETE NATUTALE. ..ot e 1p
Sa presupunem, prin reducere la absurd, ca ay e N < b, +¢, e N> ay +(by +¢,) =275 N
ceea ce este fals. Ramane ca a3 ¢ N g1, la fel, 5551 ¢; nu sunt numere naturale.

Mai departe, pas cu pas, se aratd, la fel, cd a ,b; s1 ¢, nu sunt numere naturale, 2 <k <2017

c) La pasul 2017, la spatele unui copil se afld cartonasele cu numerele a;,a,,....,a,,4 » 10 Spatele

altuia cele cu numerele b;,b,,....hy S1 In spatele celui de-al treilea cele cu numerele
C1,C25--,C2016 -
(al +a2)+(a3 +a4)+....+(a2015 +a2016):(b1 +b2)+(b3 +b4)+...+(b2015 +b2016):

(Cl +Cz)+(C3 +C4)+...+(C2015 +C2016):(a1 +b1 +Cl)+(a3 +b3 +C3)+...+((12015 +b2015 +C2015):

S-<l+22+24+...+22014)=s-(1+4+42+...+41007) ................................................... 1p
4k+4k+l+4k+2+4k+3=4k-(1+4+42+43)=4k-85517 ................................................ 1p
(1+4+42+43>+(44+45+46+47)+...+(41004+41005+41006+41007)517 ................................... 1p
Problema 3. In patratul ABCD se ia punctul ME(BC), astfel incat %:% . Dreapta DM
oM

intersecteazd pe AC in Q si prelungirea lui (AB) in P. Aflati valoarea raportului 5

Marius Farcas

Solutie si barem:

. BP  BM MP 1 1
Din BM||AD rezulti A PBM~APAD deci:— =——=——=—_.Rezultda MP=—DP ............. 1p
PA DA DP 4 4
. BP 1 . o . 4
Din — = —, folosind proportii derivate se obtine AP =—AB ........c.ccooiiiiiiiiiiii 2p
AP 4 3
. OD DC c . . D AB 3
Din DC|| AP rezulta A QDC~ A QPA deci: 0 = = 0 si obtinem ob =—_QD=— DP....2p
QP AP QA op 4 AB
3
2
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QM=DP-DQ-MP=DP- L DP-> DP=—DP. in final, Y e 2p
4 7 28 Dp 28

Problema 4. . Romburile ABCD si DEFG au un singur punct comun, (4B)=(DE), £4BC = £DEF

iar punctele B, D si F sunt coliniare. Demonstrati ¢a:

a) m(£4DG)=90";
b) mijlocul segmentului [BF] este punctul L, unde {L}=AENCG ;
¢) BF<2J2-4B.

Claudiu-Stefan Popa

Solutie si barem:

G

a) ABCD si DEFG romburi, £4BC = £DEF , £ABC = XADC si £DEF, XGDE sunt unghiuri

-

suplementare = £A4DC, XGDE sunt unghiuri suplementare.........................ccoieeiieiiiiiiiiii 1p

In romburi diagonalele sunt continute in bisectoarele unghiurilor lor, deci £4DB=£CDB si
£GDF = £EDF . Prin urmare m(£4DG)=180" —[ m(£ADB)+m(£LGDF)]|=180" -
m(&ADC) i m(ACGDE) 180°

=180 — =007 e, 1
2 2 2 ¥

b)La fel cala a), m(LCDE)=90". m(LADE)=m(£ADG)+m(£GDE)=90" + m(£GDE) . Similar
m(£CDG)=90" + m(LGDE)=> £ADE = XCDG .
AD = DE =CD = DG =aDAE =aDCG(LUL) = £DAE = £DGC ; ins& AD L DG = AE L CG (am

PIESUPUS AC > BD ).ttt e e e e e e e 1p
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AC L BF si EG L BF = AC|| EG, deci ACEG trapez. Din congruenta triunghiurilor dreptunghice
isoscele ADG si CDE rezultda AG = CE, deci ACEG este trapez

isoscel. s ACG =aCAE(LUL) = £ACG = £CAE =aLAC isoscel =aLEG isoscel. Daca notam cu O,
respectiv O, intersectiile diagonalelor romburilor ABCD, respectiv DEFG, cum LO;, LO, sunt
mediane in triunghiurile LAC, respectiv LEG, ele sunt si Tndltimi, deci LO, L AC, LO, 1 EG. Insa

AC||EG= Oy, L, Oy coliniare, deCIL € BF ........ouiiuiiiiii it 1p

In triunghiurile LAC si LEG, dreptunghice in L avem LO, = % , respectiv LO, = % , deci

LB=L0O,+0OB= A_2C + % =24 4 i % = L este mijlocul segmentului BF....................... 1p

2 2

Aupep | Aapc 2
¢) Aycec =2 Aypg + Aucp + Aepc =2 Aypc + AgDJF AgDzz'AADG'i'AABCD:AB + Aypcp S

. 0,0, -(AC +GE 2 (BF
Tnsd A gy =——2 ( ):(BD+DFj :(

2 BF 2
—j .Deci, | =— | <2-4B*> = BF <22 4B
9 9 2 2

Obs. Solutia de mai sus, pentru b), presupune cd cele doud romburi nu sunt si patrate. Pentru cazul
particular in care cele doud romburi sunt patrate, cele trei cerinte sunt aproape evidente. Concurentul

care trateaza doar acest caz, primeste 1p.

Nota: Orice altd solutie corectd sau demers de rezolvare corect se va puncta corespunzdtor.
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CLASA A VIII- A
Problema 1.
Solutie si barem
Relatia din enunt se mai poate scrie sub forma [+ 3] + (b — 737+ {2c —3)° =3 2p
Cum {2¢ — 3{; = impar, iar
la+3l=20,(b-7°=20(2c—-3)220=(2c—-3)2=1=32c -3 {11} = ce{12}.c..... Ip
Relatia din ipoteza devine: ja+ 3| +{b— 717 =2 =2 (b =737 E{0,1 e Ip
Daci{b —7)2=0 2 b =718 3 =2 S BE {81 errrrrrmsrsensssssssssssisssssssssssssassssssnss Ip
Daci(h—712=1=be{f8lsilat 3 =1= a€{—d =2 e, Ip
Finalizare:
{a,h,c) €
((=57,1); {=5,7,2); (-1,7,15: (~1,7,2); (-4,6,1); (—4.6,2); (—4,81); (—4,8,2); (-2,6,1); (-2,6,2) ;}
{ {”—L,a. 1); {—2,8,2)
.............................................................................................................................................. Ip
Problema 2.
Solutie §i barem
a) Vomaritacin + 0,4 < vnZ+n < n+ 0,5 ¥n € N*, de unde va rezulta concluzia problemei......1p
Prin ridicare la patrat obtinem: n® + 0,8n + 0,16 < n 4+ n < n°+1 4+ 0,25 i Ip
A doua inegalitate este evidenta, in timp ce prima este echivalentda cu 0,2 -n = 0,16 <= n > 0,8
AQSVATALE PEIIII L 2 I oo cmnmsmmbamesmssonas s s ss s s i 4 A 88 R 85 8800 4 AR A8 A A R A RS54 1Ip
—_— 1 - ; —%
b) Observimca vn +1—+n= s Pl 01)= [\f’ﬂ $1=9n] =B .o Ip
wntliyn
Prin urmare, prima zecimala a diferentei vn + 1 — 1 va fi 2 daca si numai daca
02 =yn+1—vn=03 Be—L £330 BxT+JE<E %
02 <yn Vn = T P S < VIR < D p

Pentru 1 = 7 inegalitatea +'71 + 1 + +n <X 5 nu este satisfacutd. In urma verificarii numerelor ramase

GASIM 18 {34, G Ip
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Problema 3.

Solutie si barem

Din $0//DC, cum DCJJAB = S0 JAB§i SO JPR.......covvvninnsesesintsssrinessrssenssssssssssssasissisanssissisniss p
In A4PR avem: SO/ /PR = —Q'—ﬁ( s mmvrevsssevsmmssmmmmmessyamsssmmssssammmmass s 653 Ip

ER
in APABavem: SO//BA = — =—(2) .................................................................................................. 1p
3 SA+5E
Avand (1) + (2) obtinem S0 1\53 AS) = T = L Ip
sicum PR = BC = 50 = = 50 = - - (3] nimemmmmnanmmansranamens 5705 R SRR SRS Ip
E*E AB+EC

Deoarece DCPR trapez = €D = PR = BC, deci AB = 5C

Aplicand inegalitatea mediilor pentru AB si BC = AE+ BC > 24 AB* BC (inegalitatea este stricta)

T si folosind (3) = 50 <= —4\ I T OO p—— 2p
Problema 4.
Solutie si barem
a) AA'NBB ={0}= (A4 BB')NCD = {M}= AA",BB inaltimi si AABM = MO L AB....... Ip
CD c {BCD),AA" L ca} _ (D1 {_AA",BE”J'}: 55 1 AR !
D C (4CD), BB L CD AB C (A4, BB 1 AB ccssmsimmsmsimsersivis o as o p
AB 1L y«foq . .
481 cp)= A8 L(COD Nttt s Ip
cC' 1 (ABD) o
CC’ — inaltime in tetraedru AB < (4 BD}} SEC L AR ) e s s e Ip

DD' L {ABC)

DD’ — indltime in tetraedru AB < (ABC)

}:%‘DD*' 1 AB

CD L AB
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Cum existd un singur plan ce contine dreapta CD, perpendicular pe AB, = CD, DD’ i CC” coplanare

A A o T2 7 - O OO ORISR S Ip

=

b) CD L {ABM)= AM L (D= AD?*=AM?+MD? AC?=AM?*+ MC(*®

€D L (ABM) = BM 1 CD = BC? = BM?+CM?,BD? = BM* + MD? 1p
S Al BT = AL B e 1p

Notd: Orice alti solutie corecti sau demers de rezolvare corect se va puncta corespunzator.
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